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4 Mejora de la imagen en el dominio de la frecuencia

Comprender bien el area de la mejora de la imagen es imposible sin conocimiento del
funcionamiento de la transformada de Fourier y los usos del dominio de la frecuencia en
el procesamiento de imagenes.

Se intentara enfocarse en los fundamentos y su relevancia, enfatizando en la conexién
entre las caracteristicas de la imagen y las herramientas matematicas utilizadas para
representarlas.

Se veran brevemente los origenes de la transformada de Fourier y su impacto, después
una introduccién a la transformada de Fourier y al dominio de la frecuencia, seguido de
secciones que trataran las mismas técnicas del capitulo anterior, pero en el dominio de
la frecuencia.

4.1 Antecedentes

En el afio de 1768 nacié el matematico Jean Baptiste Joseph Fourier. Su contribucion
mas recordada fue publicada en 1822 bajo el titulo La théorie Analitique de la Chaleur
(teoria analitica del calor).

Series de Fourier

La idea mas importante de este trabajo es que toda funciébn que se repite
periédicamente puede ser expresada como la suma de senos y/o cosenos de diferentes
frecuencias, cada uno multiplicado por un coeficiente diferente. Ahora llamamos a esta
suma Serie de Fourier.
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Fig 4.1 Descomposiciéon de una onda en una suma de funciones senoidales y cosenoidales

Transformada de Fourier

Aun funciones que no son periodicas (pero con un area finita bajo la curva) pueden ser
expresadas como la integral de senos y/o cosenos multiplicada por una funcién de
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ponderacion. Esta es la transformada de Fourier, y su utilidad es aun mas grande que la
de las series de Fourier en muchos problemas practicos.

Las 2 representaciones comparten la importante caracteristica de que una funcion,
expresada en series de Fourier o la transformada, pueden ser reconstruidas
(recobradas) completamente por un proceso inverso sin perder informacion.

La utilidad de las series y transformada de Fourier para resolver problemas practicos las
ha hecho ampliamente utilizadas y estudiadas como herramientas fundamentales.

El advenimiento de la computacion digital y el “descubrimiento” del algoritmo la
transformada rapida de Fourier (FFT) a finales de los cincuentas revolucioné el campo
del procesamiento de senales.

Se utilizaran solamente funciones de duracion finita (imagenes), asi que nos
concentraremos en la transformada de Fourier.

4.2 Introduccion a la transformada de Fourier y el dominio de la frecuencia

En esta seccion se introduce la transformada de Fourier en una y dos dimensiones. Nos
enfocaremos en especial en la formulacion discreta de la transformada continua vy
algunas de sus propiedades.

4.2.1 La transformada de Fourier en una dimensién y su inversa

La transformada de Fourier F(u) de una funcién continua de una sola variable, f(x), se
define con la ecuacion

F(u) = | f(x) e”™* dx (4.2-1)
donde j = SQRT(-1). De manera correspondiente, dada F(u), podemos obtener f(x) por
medio de la transformada de Fourier inversa

f(x) = | F(u) e”™ du (4.2-1)
Estas 2 ecuaciones comprenden el par de transformadas de Fourier. Es decir que una
funcién puede ser recuperada a partir de su transformada.

Como veremos mas tarde, estas ecuaciones pueden facilmente extenderse a 2
variables, uy v:

F(u, v) = TIO;(X, y) e+ W) gxdly (4.2-3)
y, similarmente para la tran;())r-:lada inversa

f(x, y) = TIwF(u, v) €27 W) qudy (4.2-4)
Nosotros estamos interesa-:o-sooen funciones discretas. La transformada de Fourier de
una funcion discreta de una variable, f(x), cuando x =0, 1, 2, ... , M-1, esta dada por la

ecuacion
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M-1
F(u) ="/ X f(x) &M ©=01, .., M-1) (4.2-5)
x=0

Esta transformada de Fourier discreta (o DFT, por sus siglas en inglés), es la base del
resto de este capitulo. Similarmente, dada F(u), podemos obtener la funcién original
usando la DFT inversa:

M-1
fix) = 2 F(u) e 27" (x=0,1, .., M-1) (4.2-6)
x=0

Para obtener F(u) en (4.2-5) comenzamos por sustituir u = 0 en el término exponencial y
después sumamos para TODOS los valores de x. Después sustituimos u = 1 en el
exponencial y repetimos la suma para todos los valores de x. Se repite este proceso
para los M valores de u y de esta manera se obtiene la DFT.

Como f(x), la transformada es una cantidad discreta, y tiene el mismo numero de
componentes que f (x).

El mismo proceso aplica para calcular la DFT inversa.
Ejercicio 4.1

Calcular la transformada discreta de Fourier de

f(x) =xparax=0, 1

y la DFT inversa del resultado F(u)

Una propiedad importante del par de transformadas discretas es que la fransformada
discreta de Fourier y su inversa siempre existen.

El dominio de la frecuencia

El concepto de dominio de la frecuencia, se puede derivar facilmente de la férmula de
Euler:

e”=cos6+jsin6 (4.2-7)

Sustituyendo en (4.2-5) y recordando que cos -6 = cos 6y sin -6 = -sin 6, obtenemos

M-1
F(u) = /s 2 f(x) [cos 2mmux / M — j sin 2mrux / M] (4.2-8)
x=0
parau=0,1,2,3,..,M-1.Asi, observamos que cada término de la transformada de

Fourier (es decir, el valor de F(u) para cada valor de u) se compone de la suma de
todos los valores de la funcion f(x).

A su vez, los valores de f(x) son multiplicados por senos y cosenos en varias
frecuencias.

El dominio (valores de u) para el que el rango son los valores de F(u) es llamado,
apropiadamente, dominio de la frecuencia, porque u determina la frecuencia de los
componentes de la transformada.

Cada uno de los M términos de f(u) se llama componente de frecuencia de la
transformada.
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El uso de los términos dominio de la frecuencia y componentes de frecuencia es
equivalente a dominio del tiempo y componentes del tiempo que usariamos para
expresar el dominio y valores de f(x) si x fuera una variable de tiempo".

En general, vemos en las ecuaciones (4.2-5) y (4.2-8) que los componentes de la
transformada de Fourier son cantidades complejas. A veces sera conveniente manejar
F (u) en coordenadas polares:

F(u) = |F(u)|le”" (4.2-9)
donde

IF(u)| = [R¥(u) + P(u)]"? (4.2-10)
es llamado magnitud o espectro de la transformada de Fourier, y

®(u) =tan [I(u)/R(u)]  (4.2-11)
es llamado angulo de fase o espectro de fase de la transformada. En las ecuaciones
42 - 10y 42 — 11) R (u) e | (u) son las partes real e imaginaria de F(u),
respectivamente.
En términos de mejora de la imagen nos conciernen primariamente las propiedades del

espectro.

La densidad espectral es el cuadrado del espectro de Fourier:

P (u) = |F(u))® = R¥(u) + F(u) (4.2-12)
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4.2 Una funcién discreta de M puntos, con k puntos con valor A, y su transformada y
una funcién con el doble de puntos con valor A y su transformada

! Una analogia muy 1til es comparar la transformada de Fourier a un prisma de vidrio. El prisma es el
dispositivo fisico que separa la luz en sus componentes de color, cada uno dependiendo de su contenido en
longitud de onda (o frecuencia). La transformada de Fourier puede ser vista como un “prisma matematico”
que separa una funcidn en sus componentes, también basada en sus frecuencias.

Similarmente, la transformada nos permite caracterizar una funcion por su contenido en frecuencia.
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Dada la relacién inversa entre una funcion y su transformada ilustrada en la figura 4.2,
no es sorprendente que Ax y Au estén inversamente relacionadas por la expresion

Au =1/ MAXx

Esta medida es util cuando las medidas son importantes en las imagenes procesadas.
Por ejemplo, en una aplicacién de microscopia electrénica las muestras de la imagen
podrian estar espaciadas una micra entre ellas, y ciertas caracteristicas del dominio de
la frecuencia (como los componentes periddicos) pueden tener implicaciones con
respecto a la estructura de la muestra fisica.

4.2.2 La DFT bidimensional y su inversa

La transformada discreta de Fourier se extiende facilmente a 2 dimensiones:

M-1 N-1
F(u,v) = "y £ 2 f(x, y) 2" MWN =01, M-1; v=0,1,...,N-1 4.2-16
Y
x=0 y=0
su inversa:
M-1 N-1 4
f(x, y) = = 5 F(u,v) e 2mMvy) (x=0,1,....M-1; y=0,1,...,N-1) (4.2-17)
x=0 y=0

Donde u y v son las variables de transferencia o frecuencia y x e y son las variables
espaciales o de imagen.

El espectro de Fourier, angulo de fase y espectro de frecuencia se deducen también
con facilidad:

|F(u,v)| = [R¥(u,v) + P(u,v)]"? (4.2-18)
®(u,v) =tan” [I(u,v) /R(u,v) ] (4.2-19)
P (u) = |F(u))? = R3(u) + F(u) (4.2- 20)

Usualmente se multiplica la imagen por (-1) **. Esto resulta en:

F[f(x, y) (1) =F (u—=M/2, v - N/2) (4.2 -21)
Esta ecuacion nos dice que el origen de la transformada de Fourier de f(x, y) (-1) se
localiza en u = M/2, v = N/2, lo que pone el origen al centro del area MxN que ocupa la
DFT bidimensional. Esta area es llamada rectangulo de frecuencia.
Se requiere que M y N sean impares para que las coordenadas del centro sean enteros.
El valor de la transformada en (u, v) = (0, 0) es:

M-1 N-1

F(0,0) = "/un ZOZ g(x, y) (4.2-22)
x=0 y=
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el cual es claramente el promedio de f(x, y), lo que quiere decir que el valor de la DFT
en el origen es igual al nivel de gris promedio de la imagen.

Como las frecuencias son cero en el origen, F(0, 0) a veces es llamado el componente
dc (de corriente directa, cero frecuencia).

Ademas, el espectro de la transformada de Fourier es simétrico
|F (u, v)| = |F(-u, -v)]| (4.2-23)
y también se cumplen las siguientes relaciones:
Au =1/ MAx

Av =1/ NAy

L
4.3 Un rectangulo blanco sobre fondo negro y el espectro de Fourier de la imagen premultiplicada por (-1)**
y posprocesada con el logaritmo para ver detalles de los niveles oscuros de gris.

4.2.3 Filtrado en el dominio de la frecuencia

Como ya se ha dicho, el dominio de la frecuencia no es mas que el espacio definido por
los valores de la transformada de Fourier y sus variables de frecuencia (u, v).

Propiedades basicas del dominio de la frecuencia

Recuérdese que cada uno de los término de F(u, v) contiene todo los valores de f(x, y),
modificados por los valores de los términos exponenciales.

Debido a esto, es usualmente imposible hacer asociaciones directas entre componentes
especificas de una imagen y su transformada.

Sin embargo se pueden hacer algunas observaciones generales acerca de la relacion
entre los componentes de frecuencia de la FT y caracteristicas especiales de la imagen:
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Ya que la frecuencia se relaciona directamente con la velocidad de cambio, no es dificil
asociar intuitivamente frecuencias de la transformada de Fourier con patrones de
variacion de intensidad de una imagen.

- El componente de frecuencia que varia mas lentamente (u = v = 0) corresponde
al nivel de gris promedio.

- Al alejarnos del origen, las frecuencias bajas corresponden a componentes que
varian lentamente.

- Lejos del origen, las frecuencias altas corresponden a cambios cada vez mas
rapidos en el nivel de gris e la imagen (p. Ej. Bordes, o ruido).

4.4 Imagen de un circuito integrado con dafio termal inducido y su espectro de Fourier

En la imagen podemos ver un circuito integrado dafnado (la parte blanca es 6éxido
resultado del dafo termal inducido). Varios detalles de la imagen pueden relacionarse
con lo que vemos en su espectro de Fourier.

Los bordes prominentes corriendo a 45° y las 2 prominencias blancas de o6xido
corresponden a los componentes del espectro con direcciones de 45° y, a la izquierda
del eje vertical un componente que sale un poco a la izquierda.

Ideas basicas del filtrado en el dominio de la frecuencia

El filtrado en el dominio de la frecuencia consiste en los siguientes pasos:
Multiplicar la imagen de entrada por (-1)*"Y para centrar la transformada.
Calcular F(u, v), la DFT de la imagen en el paso 1.

Multiplicar F(u,v) por una funcion de filtro H(u,v)

Calcular la transformada inversa del resultado del paso 3.

Obtener la parte real del resultado en 4.

Multiplicar el resultado en 5 por (-1)"

OOk wWN =
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H(u,v) es llamado filtro porque suprime ciertas frecuencias de la transformada, pero deja
otras sin cambio.

La transformada de Fourier de la imagen de salida es entonces dada por la siguiente
ecuacion:

G(u,v) = H(u,v)F(u,v)

La multiplicacion de H y F se hace entre funciones bidimensionales y esta definida
elemento por elemento. Esto es, el primer elemento de H se multiplica por el primer
elemento de F, y asi.?

La imagen filtrada se obtiene tomando la parte real de este resultado y multiplicando por
(-1Y. La transformada inversa es en general, compleja, sin embargo, si la imagen de
entrada y la funcion de filtro son reales, los componentes imaginarios de la
transformada inversa deberian ser cero®.

Ademas de esta multiplicacion se suele practicar algo mas de procesamiento, como
cortar la imagen para que tenga dimensiones pares, escalacién de nivel de gris,
conversion a punto flotante, etc.

Frequency domain filtering operation

Fourier Filter Inverse
transform function Fourier
I ‘ Hnv) ‘ transform
Flu. v) H{t, ¢)F(u.v)

Pre-
processing

Post-
processing

Flxy) z(x,y)

Input Enhanced
imuage image

4.5 Pasos basicos del filtrado

Algunos filtros basicos y sus propiedades

Veremos algunos filtros especificos y como éstos afectan a las imagenes.

Supéngase que se requiere forzar el promedio del valor de la imagen a cero. De
acuerdo con lo visto, el valor promedio esta dado por F(0,0). Si ponemos este término
en cero en el dominio de la frecuencia y tomamos la transformada inversa, el valor
promedio de la imagen resultante sera cero. Asumiendo que la transformada se ha
centrado, podemos llevar a cabo esta operacion multiplicando todos los valores de F(u,
v) por la funcion de filtro:

* En general, los componentes de F son cantidades complejas pero los filtros con los que trataremos en el
libro seran, tipicamente, reales. En este caso, cada componente de H multiplica los valores real e
imaginario de la componente correspondiente en F. Estos filtros son llamados filtros de cambio de fase cero
porqu no alteran la fase de la transformada.

* En la practica, la DFT inversa generalmente tiene componentes imaginarios parasitos por redondeo
computacional. Ignoraremos estos componentes.
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0 si (u, v) = (M/2, N/2)
H(u,v)= (4.2-29)
1 en los demas casos.

Lo que hara que F(0,0) sea cero y los demas componentes queden igual. Este filtro es
llamado filtro de muesca (notch filter) porque es una funcién constante con un agujero
en el origen.

4.6 Imagen filtrada con el filtro de muesca de la magen 4.4

En el ejemplo podemos ver el efecto de este filtro: en general disminuye el nivel de gris
y los bordes prominentes resaltan mas.

Las bajas frecuencias en la transformada de Fourier son responsables de la apariencia
general de nivel de gris de una imagen en las areas suaves, mientras que las altas
frecuencias son responsables de los detalles, como los bordes y el ruido.

Mas adelante se veran estos ejemplos con mas detalle.

Un filtro que atenula las altas frecuencias mientras deja pasar las bajas se llama filtro
pasabajas.
Un filtro con las caracteriasticas opuestas es llamado pasaaltas.

Un filtro pasabajas tendra detalles menos finos que el original porque se han atenuado
las altas frecuencias. Una imagen filtrada con pasabajas tendra menos variaciones
suaves de nivel de gris porque se ha enfatizado el detalle transicional de nivel de gris.
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4.7 Filtros pasabajas y pasaaltas y las imagenes obtenidas con ellos a partir de 4.4
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Los filtros mostrados H(u,v) son simétricamente circulares.

En la primer imagen podemos observar su equivalencia con el filtro de suavizado
anteriormente visto.

La segunda acentua detalles finos, con F(0,0) en cero y sus consecuencias.
Usualmente se suma una constante para no eliminar F(0,0) completamente.

4.2.4 Correspondencia entre el filtrado en los dominios espacial y de frecuencia

La relacion fundamental entre el dominio espacial y el de frecuencia esta establecido
por un resultado llamado el teorema de convolucion.

El proceso por el cual movemos una mascara de pixel a pixel en una imagen y
calculamos una cantidad predefinida para cada pixel, es el fundamento del proceso de
convolucion.

Formalmente la convolucion discreta de 2 funciones f(x, y) y h(x,y) de tamafio M x N se
denota por f(x, y) * h(x, y) y se define por la expresion

M-1 N-1

f(x.y) *h(xy) = "/un 2 2 f(x, y) h(x = m, y = n) (4.2-16)
x=0 y=

Los signos menos significan que la funcion h esta reflejada con respecto al origen.

Esta ecuacién es basicamente una implementacion de

1 — reflejar una funcién respecto al origen

2 — mover la funcién respecto a la otra al cambiar los valores de (X, y)

3 — calcular la suma de los productos de todos los valores de m y n, para cada
desplazamiento X, y (los desplazamientos x , y son incrementos enteros que se detienen
cuando las funciones ya no estan traslapadas.
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